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Logique/Logic
Spectres p-adiques en rang fini
Luc BÉLAIR
Résumé—NousprolongeonslesrésultatsdeRobinson[14]surlespectre^-adiqueenintroduisantun«spectre»adaptéà lagéométriealgébrique/7-adiquesurlesextensionsfiniesdeQp.
^-adic spectra in finite p-v&vik
Abstract—ExtendingtheresultsofRobinson[14]onthep-adicspectrumweintroducea "spectrum"suitedtop-adicalgebraicgeometryoverfiniteextensionsofQp.
1. INTRODUCTION.—On s'intéresseici à l'étude des variétésalgébriquesaffinesmunies
de la topologie induite par un corps topologiquede base. Il s'agit d'introduire un objet
qui jouerait un rôle analogue à celui du spectre premier d'un anneau en géométrie
algébrique. Le spectre réel d'un anneau introduit par Coste et Coste-Roy [4] est un
exempled'un tel objet pour les nombres réels,R, munis de la topologiede l'ordre. Dans
le cas des nombres /7-adiquesQp,munis de la topologiep-adiqae, Robinson introduit le
spectrep-adique d'un anneau [14].Dans le cadrede [14]nous donnons ici les ingrédients
pour prolonger ces résultats aux extensions finies de Qp [1]. Le spectre que nous
introduisons a été étudié indépendammentpar Brôcker et Schinke ([15],[3])à la main
commedans [4].
Dans cette Note, topos sera synonymede topos de Grothendieck (faisceauxsur un
site, voir [10]),et anneau, d'anneau unitaire commutatif.On note Ens la catégorie des
ensembles,vpla valuation /?-adique,et x le 71-uplet(x±, . . ., x„). Si A (resp.A;) est un.
anneau local, kA(resp. kt) désigneson corps résiduel et
~
l'application canonique. On
utiliseles prédicatsauxiliairesR„(x), n^.1, avecl'interprétationR„(x)*-*3y(xy=l).
Notre point de vue est celui de la logique catégorique.La logique cohérentejoue ici
un rôle central. Une formule cohérenteest une formule du fragment 3, A, v, ±, T de
la logique du premier ordre. Une théorie cohérente est une théorie qui admet une
axiomatisationpar des séquentscp(x)->\|/(x) où cp,\|/ sont cohérentes,ce qui équivautà
ceque sa classedesmodèlessoitclosepar limitesinductivesfiltrantes.Le spectreintroduit
l'est en tant qu'espace annelé, (X, &^) (voir [7]).On s'intéresse à (X, &-%)à travers le
treillis des ouverts de X comme exempleparticulier de site, <€,et la théorie cohérente
que la catégorie Faisc(<^)des faisceauxsur ce site classifie, r?x en étant le « modèle
générique» (voir[10]).Ainsi, le spectrepremierd'un anneau A avecson faisceaustructu-
ral, (SpecA, &^),classifiela théorie des localisésde A, qui s'axiomatiseen une théorie
cohérenteà deux sortes, avec une « constante » pour A; (SpecA, &A)est « classifiant»
dans un sens analogue à sa propriété universelledans les espaces annelés en anneaux
locaux (voir [7],ExerciceII. 2.4).
2. CORPS/>-ADIQUEMENTCLOS.—Dans notre contexte la théorie élémentairedu corps
de base prends le pas sur le corps lui-même.Soit p premier. La théorie des modèlesdes
extensionsfiniesde Qp, commecorps values, a été étudiéepar Prestel et Roquette [11].
Pour de~Nla théorie élémentairedes extensionsde degréd est axiomatiséepar la théorie
CpQj des corps ^-adiquement clos de rang d. Un corps /évalué de rang d est un corps
valuede caractéristique0 dont le corps de restesest de caractéristiquep, et dont l'anneau
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de valuationmodulo (p) est de dimensionlinéaired sur le corps premier Fp. Un corps
j?-adiquementclos de rang d est un corps p-valué de rang d hensélien,value dans un
Z-groupe. Fixons une extension finie K/Qp de degréd. La théorie élémentairede K,
Th(K), est axiomatiséepar CpQ + 3y(%(y)= 0), où %eZ [X]est un polynômeirréductible
qui engendre l'extension K/Qp; Th(K) fixe un degré de ramification absolue e et un
degré résiduel absolu/, et d= ef. Soit e le plus petit entier plus grand que e et premier
avecp. La structure valuée de (K, vp) est définissable algébriquement:
vp(x)^vp(y)o3z(pf+pye=ze). La théorie Th(K) est modèle-complètedans le langage
des corps. Soit Ap la clôture algébriquerelative de Q dans Q , alors Ap se plonge de
façon uniquedans tout corpsp-valué hensélien[c'estle henséliséde (Q, i>)].
LEMME1. —SoientM unmodèlede Th(K), A la clôturealgébriquerelativede Q dans
M, qe'N premier. Supposonsque A contienneune racine primitive q-ièmede 1. Soient
je M et b=yq. Alors il existe ;I(/)EN, e,-eA, Irgj^fc, tel que les racinesq-ièmesde b
sont isoléespar desensemblesde laforme {x : ARI()1(e x)}.
3. THÉORIEDESSPECTRES.—Nous nous insérons dans la théorie des spectresde Cole
(voir [14]).Dans ce contexte les spectres sont d'abord obtenus comme topos. Il s'agit
ensuitede voir si ce topos est spatial, i. e. équivalentà la catégoriedes faisceauxsur un
espacetopologique.Cet espacetopologiqueconstituealors le « spectre». SuivantRobin-
son, il s'agit de trouver un systèmede factorisation dans les anneaux qui soit adéquat
pour (la topologie dans) Th(K) et la théorie des spectres,et de trouver la stabilisation
de Th(K) pour ce systèmeen une théorie cohérented'anneau.
DÉFINITION2 [6]. —Un systèmede factorisation (A,A*) dans une catégorieconsiste
en deux classesde morphismesA, A* chacunecontenant les isomorphismeset close par
composition, et telles que tout morphisme A ->C se factorise en À -»B->C avec
A->BeAetB->CEA*, de façon unique à unique isomorphismeprès.
Le systèmede factorisation, dans les anneaux, lié au spectre/?-adique(réel) est celui
où A est formé des morphismesind-étaleset A* desmorphismesséparablementclos : le
« système étale » (voir [14]). Par analogie nous considérons aussi ce système. Une
théorieT est dite stablepour (A,A*) si A -»CeA*et C (=T entraînentA hT.
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PROPOSITION3. —La théorieCpCyconstitueune axiomatisationcohérentede Th(K).
Nous identifions la stabilisationde CpCy pour le systèmeétale. On appelle anneau
local/j-adiquementclos de type%un anneau localhenséliendont le corps résiduelest un
modèle de CpCr Avec la même interprétation des R„, soit ALpCxla théorie d'anneau
obtenue de CpCz en remplaçant les axiomes de corps par ceux d'anneau local, i. e.
(0= 1- ±) +(Ri (x+y) ->Rx(x) v Rt (y)),et en ajoutant (i') R„(x) ->R^x-y) v R„(y).
Il est commodede noter S(x1, . . ., xn)les hypothèsesde (iv„).
PROPOSITION4. —La théorieALpCzconstitueune axiomatisationcohérentede la classe
desanneauxlocauxp-adiquementclosde type%.
LEMME5. —Soit À 1=ALpCz,al5 . . ., aneA telsqueA 1=5(a). Alorsil existeun seulet
uniquexeA tel quex"+ a1xn~1+ . . . +an= 0 et ANU(x).
On dira qu'un morphismeind-étaled'un anneauA dans un modèlede ALpCxest une
« localisationx-adiquestrictede A ». Grâce à l'axiomatisationcohérentedesmorphismes
plats formellementnets entre anneaux locauxdonnée par Wraith (voir [16]),la notion de
localisation%-adiquestricte de A s'axiomatise en une théorie cohérente à deux sortes
avecune « constante » pour A. La spatialitédu spectrep-adiqued'un anneauA, SpecpA.,
est liéeà la rigiditéde la clôturej?-adiquedans le langaged'éliminationdesquantificateurs
de Macintyre pour Th(Qp). Nous choisissonsun contexte qui assure des hypothèses
semblables pour Th(K). Nous passons de la catégorie des anneaux à celle des
Z[a]-algèbresoù a est une constante telle que %(a.)=0. L'axiome (v) devient %(a)=0-
Commeen [14],on montre que la théorie ALpCxest stable pour le systèmeétale dans
ces algèbres. Par la théorie généraledes spectres (voir[14]),il s'ensuit alors l'existence
d'un adjoint à droite au foncteur d'oubli de la catégorie des topos en Z [oc]-algèbres
modèlesdeALpCyet morphismesséparablement-clos,dans la catégoriedes topos annelés
en Z [<x]-algèbres.On le note Specz: c'est le spectre/?-adiqueassociéà Th(K). Pour une
Z[a]-algèbreA, Spec^Aest l'image de (Ens, À) par cet adjoint; c'est le topos classifiant
de la théorie des localisationsx-adicmesstrictesde A.
5. SPATIALITÉ.— Pour A une Z [a]-algèbre,SpecxAest un topos cohérent puisque
topos classifiantd'une théorie cohérente(voir [10]).
PROPOSITION6 [5].—Soit S un topos cohérent.AlorsS est spatial si et seulementsi la
catégoriede sespoints est équivalenteà un ensemblepartiellementordonné,un point étant
un morphismegéométriqueEns->ê.
Du point de vue de la théorie classifiéepar SpecxAses points sont précisémentles
modèlesde cette théorie dans Ens, à savoir les localisationsx-adiquesstrictes de A. Ils
s'organisent en catégorie (de A-algèbres)de la façon naturelle. On peut vérifier qu'il
s'agit des A-algèbresmodèlesde ALpCydont le corps résiduelest algébrique sur A. La
proposition 6 nous ramène à montrer le théorèmesuivant.Notre démonstrationest dans
l'esprit de [12]où Joyal et Reyessuggèrentune preuveanaloguepour le spectreréel.
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THÉORÈME7 (Specxest spatial). — Soit A une Z[a]-algèbre et cp;:A-»-A; deux
localisations%-adiquesstrictesde A. Soit g, h : A1-»Â2 deuxmorphismesde A-algèbres.
Alorsg= h.
Démonstration.—Le corps Apse plongede façon uniquedans A,-,d'où g\Ap= h\Ap.
Soit A0ç A± un sous-anneaumaximal tel que Ap[a],cpx[A]ç A0 et g\ A0= /i|A0. Il
suffit de montrer que A0f=A.LpC. En effet soit i l'inclusionA0S Ai. Par maximalité,i
est un morphismelocalet induit uneinclusionk0 ç. kv CommeCpCxestmodèle-complète
et l'extension k1/k0 algébrique, cette inclusion est une égalité. Soit (A,A*) le système
étale et nt=~. On sait que 7i;eA* (voir[14]). En utilisant l'unicité essentiellede la
factorisation pour (A,A*) il s'ensuit que ieA* et A0=A1. Montrons que A0l=ALpCr
On sait que A0est local et une Q-algèbre.Voyonsd'abord que si aeA0 alorsÂ0l=R„(a)
si ÂxNR„(a). Soit ysA1 inversible tel que y"= a. Il suffit de montrer que g(y)= h(y).
Par récurrenceil suffit de considérern= q premier. S'il n'y a qu'une seuleracine q-ième
de 1 dans Th(K) alors c'est fini. Soit donc ÇeAp[oc]une racine primitive<j-ièmede 1.
Notons % les ensemblesdonnés par le lemme1 pour aeku avec ^-eÀ [a]. Comme
A!-t=Rn(x)<s>/c1(=R„(x),i= l, 2, ces% isolent aussi les racinesg-ièmesde a dans Ax. Par
la nature multiplicativedes R„ les <?/isolent aussi les racines g-ièmesde l'unité. Par
modèle-complétudede CpCx(viaÂp[cx])il en est demême dans k2 et donc dans A2. Ces
mêmes % isolent donc aussi les racines g-ièmesde g(a) = h(d). Comme les R„ sont
préservéspar g, h les °Ule sont aussi et les racines g-ièmesde g (a) doivent s'y distribuer
commecellesde a ; d'où g(y)= h(y). A ce stade-ci on vérifie que les axiomes(ii), (iii),
passentde Axà A0.Pour (iv„),on utilisele lemme5. D
La descriptionet les propriétésde basede l'espacetopologiqueassociéà SpecxA,aussi
noté SpecxA, et du «faisceau structural» l'accompagnant (dans l'adjonction), sont
analogues à SpecpA (voir [14],[3]).Pour une description des points de cet espace (les
mêmes qu'au théorème7) en termes de parties de A, il s'agit de relever dans A une
axiomatisationde (CpCx)vavecles prédicatsRn.Nous en donnons une dans [2].On peut
alors procéder comme en [4]pour montrer que SpecyAest un espace spectral et aussi
décrire le treillisdes ouverts quasi compactsen termesde support à la Joyal (cf. [9])et





















[16]G. WRATTH,GenericGaloistheoryof localrings,in Applicationsof sheaves,M.P.FOURMAN.C.J.MULVEYetD.S.SCOTTéd.,Springer-Verlag;L.N.M.,753,1979.
ÉquipedeLogique,C.N.R.S.,U.E.R.deMathématiques,UniversitédeParis-Vil,2,placeJussieu,75251Paris.
